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一种加速 FPGA 布线的不可满足
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摇 摇 摘摇 要:摇 随着 VLSI(Very Large Scale Integrated)芯片设计的规模越来越大,功能越来越复杂,在 FPGA(Field Pro鄄
grammable Gate Array)上实现或进行原型验证时,往往会出现布线拥塞或无法布通的情况. 而不可满足子式能够迅速

诊断 FPGA 无法布通的原因,并且精确定位关键线网. 针对如何加速 FPGA 详细布线过程,提出了一种基于消解否证

的启发式局部搜索算法,能够快速从布尔公式中提取不可满足子式. 基于典型的 FPGA 布线测试集,与两种求解最小

不可满足子式效率最高的算法进行了比较,结果表明局部搜索算法在运行效率方面显著优于分支限界算法与贪心遗

传算法,而局部搜索算法也能得到最小不可满足子式;并且深入分析了不可满足子式在 FPGA 详细布线中的作用,能
够加速芯片的设计与验证过程.
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An Unsatisfiable Subformula Computing Algorithm to
Accelerate FPGA Routing
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Abstract:摇 With the growing scale and complexity of VLSI(Very Large Scale Integrated) chip designs,the FPGA
(Field Programmable Gate Array) detailed routing process generally meets the congestion or unroutable problems during
the FPGA implementation or prototype verification. The unsatisfiable subformulas can quickly diagnose the FPGA un鄄
routable root cause,and accurately localize the critical nets. In order to accelerate the FPGA routing process,we have pro鄄
posed a heuristic local search algorithm based on resolution refutation, to derive the unsatisfiable subformulas from the
Boolean formulas. On the typical FPGA routing benchmarks,the local search algorithm has been compared to the two opti鄄
mal minimum unsatisfiable subformula extraction algorithms. The experimental results show that the local search algorithm
strongly outperforms the branch鄄bound algorithm and the greedy generic algorithm,and it also obtains the minimum unsati鄄
sfiable subformula. Furthermore,the unsatisfiable subformula plays an important role in FPGA routing,and it can improve
the efficiency of design and verification of the VLSI chips.
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1摇 引言

摇 摇 对于功能复杂且规模日益增加的微处理器芯片,在
进行 FPGA 实现时由于布线资源受限,经常会出现布线

拥塞甚至无法布通的情况. 这时就需要查找无法布通的

原因,定位导致拥塞的线网,从而帮助 FPGA 自动设计工

具快速完成布线过程,加速芯片设计与验证. 布尔可满足

(Boolean SATisfiability,SAT)是计算机理论领域中的经典

问题. 基于 SAT 的 FPGA 详细布线方法[1] 就是将 FPGA
布线约束规约为布尔公式,转换为可满足问题来解决,该
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公式是可满足的当且仅当 FPGA 是可布通的. 如果公式

不可满足,表明待求解的问题中包含错误与不一致,那么

需要移除公式中与不可满足原因无关的信息,只保留反

映真实错误的一部分短句,即求解不可满足子式. 不可满

足子式在诸如硬件与软件的形式化验证、集成电路 EDA
与人工智能等众多领域中,都具有非常重要的理论研究

意义与实际应用价值,因此不可满足子式的求解方法成

为近几年来学术界的研究热点.
面向 FPGA 的布线方法是不可满足子式的典型应

用,而 FPGA 详细布线问题可以规约为包含 2 个文字的

短句构成的布尔公式,从而转换为 2鄄SAT 问题求解. 局
部搜索算法具有搜索效率高,运算速度快的优点,尤其

针对某些类型的问题求解效率很高,例如 2鄄SAT 与 3鄄
SAT 问题,因此 FPGA 布线问题非常适合采用局部搜索

算法来解决. 但是自从融合冲突学习机制等启发式方

法的 DPLL(Davis鄄Putnam鄄Logemann鄄Loveland)算法出现

之后,SAT 求解器得到了飞速地发展,所以目前求解布

尔不可满足子式的算法大多都是基于 DPLL 回溯搜索

过程的完全方法[2 ~ 24],而采用局部搜索方法提取不可

满足子式的相关研究却非常少.
针对如何加速 FPGA 详细布线过程,提出了一种基

于消解否证的启发式局部搜索算法,快速从布尔公式

中提取不可满足子式. 该算法首先采用局部搜索方法,
构造证明公式不可满足性的消解否证. 搜索过程融合

了多种启发式的逻辑推理技术,包括单元短句传播、二
元短句消解、等价约简以及纯文字处理等. 当产生的新

短句添加到公式中时,利用蕴含关系消除公式中的冗

余短句. 同时采用否证剪枝方法来动态地减小消解序

列. 最后通过一个递归过程遍历公式的消解否证,提取

不可满足子式. 基于典型的 FPGA 详细布线测试集,将
局部搜索算法与支限界算法[2] 以及贪心遗传算法[3] 进

行了对比实验,二者是当前最小不可满足子式求解方

法中效率最高的两种. 结果表明,局部搜索算法在运行

时间方面显著优于分支限界算法与贪心遗传算法,而
局部搜索算法的结果也为最小不可满足子式;并且深

入分析了不可满足子式在 FPGA 详细布线中的作用,以
及如何加速芯片的设计与验证过程.

2摇 基于 SAT 的 FPGA 布线算法

摇 摇 基于 SAT 的 FPGA 布线方法是将 FPGA 布线约束

表示为布尔公式,通过 SAT 求解器求解该公式的可满

足性. 如果公式是可满足的,表示 FPGA 是可布通的;如
果公式是不可满足的,表示当前的布线策略无法布通,
那么需要查找无法布通的原因,定位哪些线网导致拥

塞,那么布线时需要优先考虑这些关键线网. 因此,该方

法有两个显著的优点:一个是能够同时验证所有线网

的可布通性;另一个是可以根据布线约束公式的不可

满足性查找无法布通的原因.
为了更具体的说明布尔不可满足子式在 FPGA 详

细布线中所发挥的作用,通过一个 FPGA 自动布线的示

例描述不可满足子式进行错误诊断与定位的过程. 图 1
给出了一个 FPGA 详细布线的示例. 其中 FPGA 包含二

维的可配置逻辑模块 CLB 阵列、互连模块 C鄄blk、以及

交叉开关模块 S鄄blk. 图 1 包含 5 条线网需要在 FPGA 中

布通,分别命名为 n0,n1,n2,n3,n4;每两个逻辑模块之

间存在两条布线通道,分别命名为通道 0 与通道 1. 将
线网进行如下方式的编码:以线网 n2为例,它可以编码

为布尔变元 n(2,0)和 n(2,1),那么这两个布尔变元的取值

包含下列 4 种情况:
(1)n(2,0) = 1 表示线网 n2被置于通道 0;
(2)n(2,0) = 0 表示线网 n2不被置于通道 0;
(3)n(2,1) = 1 表示线网 n2被置于通道 1;
(4)n(2,1) = 0 表示线网 n2不被置于通道 1.
通过这种编码方式,FPGA 的布线要求可以被规约

为两类约束:活跃性约束表示每条线网至少要分配到

一个布线通道中;排斥性约束保证每个布线通道至多

分配一条线网.

表 1 中列出了 FPGA 的布线约束及其所有极小不

可满足子式. 如表 1 所示,该 FPGA 布线示例包含对应

于线网的 5 个活跃性约束,以及布线区域 1 和 2 的 12
个排斥性约束. 这些约束可以构成一个布尔公式:渍 = L0

ÙL1ÙL2ÙL3ÙL4ÙE0ÙE1Ù…ÙE10ÙE11 . 求解 渍 的不可满足子

式,可以得到表 1 中列出的 4 个,其中极小不可满足子

式 1 表示将 3 条线网 n0、n1、n2同时置于只有两个布线

通道的区域 1 内而导致的冲突. 类似地,极小不可满足

子式 2 指出不可能将线网 n2、n3、n4同时布于区域 2 中.
而极小不可满足子式 3 与 4 表示同时布下 5 条线网时,
必定导致某些排斥性约束的违反. 另外通过分析 4 个极

小不可满足子式的构成,可以发现一些关键的线网,例
如 n2,由于它在所有极小不可满足子式中出现的频率

最高,对于区域 1 与 2 的布线最敏感,因此这类线网在

进行自动布线时需要优先考虑. 这个 FPGA 布线示例说

明了不可满足子式如何在诊断错误原因与消除布线失

败方面发挥作用.
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表 1摇 FPGA 布线示例的约束及其不可满足子式

约束与不可满足子式 布尔表示

活跃性约束
L0 = n(0,0) Ún(0,1) 摇 L1 = n(1,0) Ún(1,1) 摇 L2 = n(2,0) Ún(2,1)

L3 = n(3,0) Ún(3,1) 摇 L4 = n(4,0) Ún(4,1)

布线区域 1 的排斥性约束
E0 = Øn(0,0) ÚØn(1,0) 摇 E1 = Øn(0,0) ÚØn(2,0) 摇 E2 = Øn(1,0) ÚØn(2,0)

E3 = Øn(0,1) ÚØn(1,1) 摇 E4 = Øn(0,1) ÚØn(2,1) 摇 E5 = Øn(1,1) ÚØn(2,1)

布线区域 2 的排斥性约束
E6 = Øn(2,0) ÚØn(3,0) 摇 E7 = Øn(2,0) ÚØn(4,0) 摇 E8 = Øn(3,0) ÚØn(4,0)

E9 = Øn(2,1) ÚØn(3,1) 摇 E10 = Øn(2,1) ÚØn(4,1) 摇 E11 = Øn(3,1) ÚØn(4,1)

极小不可满足子式 1 L0 ÙL1 ÙL2 ÙE0 ÙE1 ÙE2 ÙE3 ÙE4 ÙE5

极小不可满足子式 2 L2 ÙL3 ÙL4 ÙE6 ÙE7 ÙE8 ÙE9 ÙE10 ÙE11

极小不可满足子式 3 L0 ÙL1 ÙL2 ÙL3 ÙL4 ÙE0 ÙE4 ÙE5 ÙE6 ÙE7 ÙE11

极小不可满足子式 4 L0 ÙL1 ÙL2 ÙL3 ÙL4 ÙE1 ÙE2 ÙE3 ÙE8 ÙE9 ÙE10

3摇 一种快速局部搜索算法

摇 摇 布尔公式的合取范式( Conjunctive Normal Form,
CNF)表示规则为:文字是命题变元本身或命题变元的

非,而若干个文字的析取构成短句,若干个短句的合取

组成公式.

定义 1摇 给定一个 CNF 公式 渍:渍 = 夷
n

i = 1
C i,其中短句

C i = 遗
j
x j遗k Øxk,V = {x | x Î渍}表示命题变元的集合. 可

满足问题是指给定一个赋值 A,A 表示从 渍 的变元集合

V 到真值{0,1}的映射:V ®{0,1} |V | . 如果存在一个赋

值 A,使得 渍 的真值为 1,即 A |= 渍,那么称公式 渍 是可

满足的;若对于任意的赋值 A,都有 A | ¹渍,则称公式 渍
是不可满足的.

定义 2摇 给定一个不可满足公式 渍,浊 是公式 渍 的

不可满足子式,当且仅当 浊 是不可满足的,并且 浊 Í渍.
定义 3摇 给定不可满足公式 渍 的一个不可满足子

式 浊,浊 是极小不可满足子式当且仅当"追 Ì浊,使得 追
是可满足的.

定义 4摇 给定一个不可满足的公式 渍,以及 渍 的所

有不可满足子式构成的集合:{浊1,浊2,…,浊 j} . 那么 浊kÎ

{浊1,浊2,…,浊 j}是最小不可满足子式,当且仅当"浊 i Î

{浊1,浊2,…,浊 j},1臆 i臆 j,使得 |浊k |臆 |浊 i | .
如果一个不可满足子式是不可约的,即它的所有

真子集都是可满足的,那么它是极小不可满足子式. 而
最小不可满足子式是公式的所有不可满足子式中长度

最小的,即所包含的短句数最少.
定义 5摇 假设 C i与 C j为两个短句,若 l ÎC i与Øl ÎC j

是一对互补的文字,则(C i \ l)Ú(C j \Øl)称为 C i与 C j的

消解式,其中 l 或Ø l 称为消解基,C i 和 C j 称为消解

母式.
引理 1[25] 摇 若短句 C 为 C i与 C j的消解式,则(C i,

C j) |= C.

引理 2[25] 摇 若 C i = l 与 C j = Øl 为两个单元短句,
显然 l 和Øl 是一对互补的文字,则 C i与 C j的消解式为

为空短句,即(C i,C j) |= ^.
定义 6摇 假设 T 为短句集,且 C 为短句. 若存在短

句的有穷序列 C0,C1,…,Cn,满足 Cn = C;且令 0臆 i臆
n,则短句 C i至少满足下列两个条件之一:C iÎT;或$j,k,
0臆j,k臆i,使得(C j,Ck) |= C i . 那么短句 C 称为 T 的消

解结果,表示为 T | 鄄 | 鄄C,并将 C0,C1,…,Cn称为由 T 导

出 C 的消解序列.
引理 3[25] 摇 设 T 为短句集,且 C 为短句,若T | 鄄 | 鄄C,

则 T |= C.
引理 4[25] 摇 短句集 T 为不可满足的当且仅当T | 鄄 | 鄄^.
定义 7 摇 给定一个不可满足公式 渍,M = {C0,C1,

…,Cn}为 渍 的一个有穷消解序列. 若 M 的最终消解式

为空短句,即 Cn = ^,构造一个由消解步骤构成的集合

R = {S i | S i为(C j,Ck) |= C l,其中 C j,Ck,C l ÎM},则 R 称

为 渍 的一个消解否证.
定理 1摇 给定一个 CNF 公式 渍,渍 是不可满足的当

且仅当 渍 至少包含一个消解否证 R. 若令集合 N =
P(渍)ÇP(R),其中 P(渍) = {C | C 为 渍 中短句},P(R)
= {C | C 为 R 中短句},那么 浊 = 夷CÎNC |= ^成立,且 浊
是 渍 的不可满足子式.

证明摇 首先证明第一个结论. 必要性是显然的,若
渍 包含一个消解否证 R,根据定义 7,R 的最终消解步骤

的消解式为空短句,因此 渍 是不可满足的.
下面证明充分性. P(渍)表示公式 渍 中所有短句构

成的集合,那么 P(渍)就为一个有限短句集.
根据引理 4 的消解原理,若 渍 是不可满足的,则

P(渍) | 鄄 | 鄄^. 根据定义 7,将短句集导出^的所有消解步

骤析出,就可以构成一个消解否证 R,因此结论成立.
下面证明第二个结论. 令 N = P(渍) ÇP(R),表示

消解否证 R 中属于原始公式 渍 的短句,构成一个短句
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集 N;
根据定义 7,可以从消解否证 R 中提取出一个短句

序列 M = {C0,C1,…,Cn},使得 Cn = ^,且"C iÎM,则要

么 C iÎN,要么(C j,Ck) |= C i,其中 C j,CkÎM.
根据定义 6,短句集 N | 鄄 | 鄄Cn = ^.
根据引理 4,N 为不可满足的,所以 浊 = 夷CÎNC |=

^成立. 并且 浊 Í渍,那么 浊 是 渍 的不可满足子式.
证毕

基于定理 1 的结论,采用局部搜索策略,提出了一

种从消解否证中提取不可满足子式的算法. 算法 1 给

出了一种快速局部搜索算法 FLSA 的伪代码. 该算法的

输入是 CNF 格式的布尔公式,目标函数是消解式为更

短的短句或空短句. 算法启发式或随机地选择两个短

句进行消解,直到产生一个消解否证,或者循环次数达

到上限. 局部搜索算法首先通过单元短句传播过程判

定公式是否不可满足,这是因为公式不可满足的充要

条件是两个单元短句消解出空短句. 如果当前的公式

包含二元短句,算法则采用一些布尔推理技术启发式

地选择短句进行消解,包括二元短句消解与等价约简.
若公式中不存在二元短句,则随机地选择两个包含互

补文字的短句进行消解;两个短句中相同的文字越多,
那么被选择的概率就越高.

当产生的消解式加入到公式中时,蕴含消除过程

的功能是删除公式中被蕴含的冗余短句. 删除重言式

函数移除包含一对互补文字的短句;纯文字处理函数

移除公式中包含纯文字的短句;而消除重复短句函数

剔除公式中重复的短句. 随着公式与消解序列的不断

增大,将会降低搜索效率,因此采用一种否证剪枝方法

避免出现内存溢出的问题,通过踪迹剪枝函数与踪迹

更新函数实现. 当公式长度大于某个预定义的常数时,
随机地选择一个短句从公式中删除,其中较长的短句

会以较大的概率被选中;与此同时,将该短句在消解否

证中冗余的父结点以及相应的消解步骤删除. 在局部

搜索过程中,算法记录产生空短句的消解步骤,构造消

解否证. 而后通过递归函数从消解否证中求解不可满

足子式.

算法 1摇 快速局部搜索算法 FLSA

输入:CNF 公式 formula
输出:不可满足子式 unsatcore
1. 摇 refuted = false
2. 摇 iteration = 0
3. 摇 while (( iteration < MAXITER) and! refuted) do
4. 摇 摇 if (Unit_Clause_Propagation() return UNSAT) then
5. 摇 摇 摇 refuted = true
6. 摇 摇 摇 break
7. 摇 摇 else if ( there exist binary clauses) then

8. 摇 摇 摇 Binary_Clause_Resolution()
9. 摇 摇 摇 Equality_Reduction()
10. 摇 摇 else
11. 摇 摇 摇 Random_Resolve(resolvent)
12. 摇 摇 Subsumption_Elimination(resolvent)
13. 摇 摇 Trace_Updating(resolvent)
14. 摇 摇 Non_Tautology()
15. 摇 摇 Pure_Literal_Handler()
16. 摇 摇 No_Same_Clause()
17. 摇 摇 if( formula. size > MAXSIZE) then
18. 摇 摇 摇 Random_Remove(C)
19. 摇 摇 摇 Trace_Pruning(C)
20. 摇 摇 iteration ++
21. 摇 if ( refuted == true) then
22. 摇 摇 print “unsatisfiable冶
23. 摇 摇 unsatcore = ComputeUC(sequence)
24. 摇 else
25. 摇 摇 print “unresolved冶
26. 摇 return unsatcore

4摇 结果对比与分析

摇 摇 为了验证求解不可满足子式的快速局部搜索算法

在 FPGA 布线应用中的效果,采用一组典型的 FPGA 布

线测试集作为基准测试向量. 基于该测试集,将求解最

小不可满足子式效率最高的分支限界算法(BaBA) [2],
以及求解近似最小不可满足子式效率最高的贪心遗传

算法(CGGA) [3] 作为对比算法. 三种算法的输入都是

DIMACS CNF 格式的公式,运行的时限设置为 1800s. 实
验在一台 Intel Xeon 6126 主频为 2郾 6GHz 的 12 核 CPU,
内存 512GB,操作系统为 Linux 的服务器上进行.

表 2 给出了 BaBA、CGGA 与 FLSA 三种算法基于

FPGA_Routing 测试集的实验结果. 表 2 中的第二列和

第三列分别给出了每个公式的变元数与短句数. 第四

列数据表示每个公式所包含的全部极小不可满足子式

的数目,采用 CAMUS 算法[6] 求解. 第五列与第六列分

别是分支限界算法的运行时间与所求解不可满足子式

的短句数. 接下来两列分别是贪心遗传算法的运行时

间与所提取不可满足子式的短句数. 随后两列分别表

示快速局部搜索算法的运行时间与不可满足子式的短

句数. 表中所有算法的运行时间都是以秒为单位. 最后

一列给出了 FLSA 算法所得到的不可满足子式的短句

数占原始公式短句数的百分比. 在 FPGA 测试集中,有
9 个公式在 1800s 的时限内没有计算出全部极小不可

满足子式,在第四列中以“TO冶表示.
根据表 2 的实验结果,对于所有公式,快速局部搜

索算法的求解速度优于分支限界算法与贪心遗传算

法,而贪心遗传算法快于分支限界算法. 其中有 9 个公

式 fpga_routing7 ~ fpga_routing15,分支限界算法与贪心
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遗传算法未能在预设的时限内得到不可满足子式,表
中以“time out冶表示;而快速局部搜索算法能够在时限

内求解出不可满足子式. 而对于测试集 fpga_routing1 与

fpga_routing2,由于公式的规模较小,以及有效位的缘

故,因此三种算法的运行时间函数都输出为 0,对于 fp鄄
ga_routing3,快速局部搜索算法的运行时间输出也为 0,
即 < 0郾 001. 另外,对于 FPGA 布线测试集,分支限界算

法与局部搜索算法都能够求解出最小不可满足子式,
而贪心遗传算法只给出近似最小不可满足子式. 快速

局部搜索算法优于两种对比算法的主要原因包括以下

三点:(1)FLSA 算法中不可满足子式的提取过程与公

式可满足性判定过程紧密结合,在进行公式的可满足

性判定时,就以简洁的数据结构保存了求解不可满足

子式所需的消解否证,因此提取不可满足子式的过程

非常高效;(2) FLSA 算法的可满足性判定与提取不可

满足子式的过程实现简单,运行效率高,因此相同时间

内执行的循环次数更多;(3) FLSA 算法中融合了很多

诸如二元短句消解与等价约简等针对二元短句的启发

式优化技术,而 FPGA 布线应用测试集中包含了很多二

元短句.
表 2摇 三种算法在 FPGA Routing 测试集上的实验结果

Benchmarks vars clas MUSes
BaBA CGGA FLSA

time size time size time size
Per(% )

fpga_routing1 10 17 4 < 0郾 001 9 < 0郾 001 11 < 0郾 001 9 52郾 9

fpga_routing2 14 25 11 < 0郾 001 9 < 0郾 001 12 < 0郾 001 9 36郾 0

fpga_routing3 18 33 26 0郾 03 9 0郾 02 10 < 0郾 001 9 27郾 3

fpga_routing4 22 41 57 0郾 39 9 0郾 25 14 0郾 13 9 21郾 9

fpga_routing5 26 49 120 2郾 26 9 1郾 74 15 1郾 05 9 18郾 4

fpga_routing6 30 57 247 84郾 27 62郾 70 32郾 00 9 15郾 8

fpga_routing7 34 65 TO time out time out 60郾 05 9 13郾 8

fpga_routing8 38 73 TO time out time out 106郾 20 9 12郾 3

fpga_routing9 42 81 TO time out time out 178郾 10 9 11郾 1

fpga_routing10 46 89 TO time out time out 282郾 00 9 10郾 1

fpga_routing11 50 97 TO time out time out 434郾 50 9 9郾 3

fpga_routing12 54 105 TO time out time out 640郾 02 9 8郾 6

fpga_routing13 58 113 TO time out time out 926郾 50 9 8郾 0

fpga_routing14 62 121 TO time out time out 1309郾 00 9 7郾 4

fpga_routing15 66 129 TO time out time out 1541郾 00 9 7郾 0

摇 摇 表 2 的最后一列给出了快速局部搜索算法所得到

的不可满足子式的短句数占公式总短句数的比例. 经
过分析得出结论:对于测试集中所有公式,快速局部搜

索算法提取的不可满足子式所包含的短句非常少,对
于大多数公式仅占总短句数的 7% ~ 30% 左右. 因此,
在 FPGA 详细布线的过程中,通过求解不可满足子式能

够快速找出无法布通的原因,并精确定位关键线网,将
关键线网重新布线,消除导致公式不可满足的原因,大
大加速 FPGA 自动布局布线工具的布线过程,缩短 FP鄄
GA 芯片实现与原型验证的时间,从而说明了不可满足

子式在诊断错误原因与消除布线失败方面具有重要的

作用.

5摇 结论

摇 摇 基于 SAT 的 FPGA 详细布线方法是不可满足子式

的典型应用之一,而局部搜索算法对于可以转换为 2鄄

SAT 问题的 FPGA 布线应用非常高效. 本文提出了一种

启发式局部搜索算法,从布尔公式的消解否证中提取

不可满足子式. 通过在典型 FPGA 详细布线测试集上的

实验,与两种最小不可满足子式的求解算法进行了比

较,结果表明快速局部搜索算法在求解效率方面优于

分支限界算法与贪心遗传算法,而局部搜索算法也得

到了最小不可满足子式;并且深入分析了布尔不可满

足子式在 FPGA 详细布线中所发挥的作用,能够加速芯

片的原型验证过程. 下一步的工作是一方面继续优化

局部搜索算法的实现,融入更多的启发式技术,另一方

面将在更大规模的测试集上进行实验对比与分析.
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